معارف 


١‏ - مبدآالاستدلال بالتراجع 
"۴ خاصية متعلقة بالعدد الطبيعي 0. 
إذا كانت الخاصية ,۲ صحيحة و مسن أن كل عد ليقي :ان 5 يستلزم P5‏ 
فإن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ ,6 صحيحة. 
٠‏ كيفية البرهان بالتراجع 
للبرهان بالتراجع على أن خاصية ,۴ صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 7 نتبع المراحل التالية : 
٠ 1‏ نتحقق أن 8 صحيحة. 
2 ه تفرض أن Pn‏ صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 كيفي و نبرهن أن 8 صحيحة. 
٠3‏ نستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ ,5 صحيحة. 
ملاحظة : يمكن أن تكون الخاصية ۴١‏ معرفة من أجل .nz>no‏ 
في هذه الحالة؛ نتحقق أن ,"۲ صحيحة و نفرض أن ۴١‏ صحيحة من أجل العدد الطبيعي © 
حيث ٥‏ <۰۱ و نبرهن أن 84 صحيحة. 


ثم نستنتج أن من أجل كل غدد طبيعي راذآ : ,8 صضحيحة 


١|‏ - المتتاليات العددية 

٠1‏ توليد متتالية 
٠11‏ يمكن توليد متتالية عددية إذا كانت معرفة بحدها العام. 
مثال : (,۷) متتالية معرفة بحدها العام 3+ 0 د رو 
للحصول على حد معين يكفي تعويض ١‏ بالعده الطبيعي المناسب. 
لدينا 210+3-13 + 27+3-30 = بيه 


٠2٠ 1‏ يكن توليد متنتالية عددية إذا كانت معرفة بعلاقة تراجعية من الشكل )( زد بين 
حيث f‏ هي الدالة المرفقة بالمتتالية )208 
مثال : المتتالية (:1) المعرفة كما يلي 2 = رلا ومن أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ 2 + ,لا = ,يرا 
هي متتالية معرفة بعلاقة تراجعية. 
لدينا 4= بنا ¢ 6د يلظ + 8 د يلا + 10 - .u‏ 
ملاحظة 1 : في المتتالية (م٠)‏ »> لوخد حدودها. 27 هو دليله, 
أما رتبته فهي متعلقة بعدد الحدود التي تسبقه. 
رتبة الحد ۽٠‏ يالنسبة إلى الحد ١.‏ حيث 6>ط هي 1 + )-ط. 
رتبة الحد رر« يالنسبة إلى الحد د هي 1 + 27-0 أي 28. 
رتبة الحد برلا يالنسبة إلى الحد ,ا هي 1 +27-1 أي 27. 
رتبة الحد برلا يالنسبة إلى الحد و« هي 1 + 27-5 أي 23. 


ملاحظة 2 : المتتالية (م/) ) المعرفة بحدها العام 3+ 1= هي 


Vn = f (n) من الشكل‎ 


حيث f‏ هي الدالة المرفقة بالمتتالية (۷) والمعرفة كما يلي .f()=x+3‏ 
المتتالية (») المعرفة كما يلي 2 = ,ل و من أجل كل عدد طبيعي 0 ٠‏ 2 + ,لا = ربولا 
هي من الشكل )#( f‏ = حيث / هي الدالة المرفقة بالمتتالية (ملا) 


والمعرفة كما يلي : 2+ ×= .f)(‏ 
٠ 1‏ .المتتاليات الحسابية و المتتاليات الهندسية 
(1) متتالية عددية معرفة على N‏ . 


تعريف : (يله) متتالية حسابية حدها الأول o‏ 
إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقي ۲ بحيث من 


أجل كل عدد طبيعي 46 
۴ يسمى أسامن المتتالية الحسابية (ا): 


hy SUF 


الحد العام لمتتالية حسابية 

(,لا) متتالية حسابية حدها الأول ,لاو أساسها ۲. 

اند العام بلا معرف كما يلي : 

من أجل كل عدد طبيعي 8 ؛ 08 + رلا = اء 
: 

5 - U + U, + ... + Un. حساب المجموع 5 حيث‎ 

(,لا) متتالية حسابية حدها الأول ,لا و أساسها ۲ 

دده و 5 

5 = شتات ل وملا + ... + بلا + ولا‎ ١ 

حيث ٣‏ هو عدد حدود المجموع 5 

ملاحظة : يمكن كتابة المجموع 5 على الشكل 

التالي : ۽ الت سداد لحك بيلاه = 5 

ملاحظة : إذا كان 1 =۲ فإن كل حدود 

المتتالية الحسابية مساوية للحد ولا. 


تعريف : (,/1) متتالية هندسية حدها الأول ولا 


إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي ٩‏ بحيث 

من أجل كل عدد طبيعي 0 n Sh f‏ 
و يسمى أساس المتتالية الهندسية (ملا). 

الحد العام لمتتالية هندسية : 
(,11) متتالية هندسية حدها الأول ,لا و أساسها ¶ 
الحد العام ٠‏ معرف كما يلي : 
من أجل كل عدد طبيعي ۸ ؛ 
حساب المجموع 5 حيث ملاع ... + بلاجولا S=‏ | 
(,لا) متتالية هندسية حدها الأول ,لا و أساسها و. | : 
. إذا كان 1 -4 فإن 
NU,‏ = .ملا + ... + U +U,‏ = 5 
٠‏ إذا كان 1 9# فإن 


كم ملاع دملا + ... + Uo + U,‏ = 5 


حيث ١‏ هو عدد حدود المجموع 5. 


"و عدولا = i‏ 


ملاحظة : . إذا كان 1 = ¶ فإن كل حدود 
المتتالية الهندسية مساوية للحد ولا. 

. إذا كان 0 = ¶ فإن كل الحدود بدا من ,لا منعدمة. : 
٠‏ إذا كان 1-= ٩‏ فإن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ » 


اا = اء 


٠ المتعاليات العددية‎ - 6 ............... ٠... 


معارف 


2. خواص المتتاليات 
2 1 ١انتجاه‏ تغير متتالية عددية 


() متتالية عددية معرفة على N‏ . 
)٠( ٠‏ متزايدة إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي ١‏ 4 وا < .اء 

٠‏ (,ا) متناقصة إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي 0 4 ملا ك بما. 

٠‏ (لا) ثابتة إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي 8 + ملا = اء 

: .إذا كانت (») متزايدة أو متناقصة نقول إنها رتيبة. 

+ ملاحظة 1 : ندرس.بنفس الظريقة اتجاه تغير المتعالية (:4) إذا كانت معرفة على جزء من ١١١‏ 
: ملاحظة 2 : نستنتج اتجاه تغير متتالية حسابية (,/ا) حسب إشارة أساسها 6. 


0 (ما) متزايدة تماما (,نا) متناقصة تماما 
 :‏ ونستنتج اتجاه تغير متتالية هندسية (,لا) حسب إشارة حدها الأول ,لا و قيمة أساسها ¶. 
O :‏ 
: (ملا) متناقصة قاما (») متزايدة قاثما 
: (ملا) ثابتة 
Uo < 0 |‏ | (ملا) متزايدة تماما | (ملا) متناقصة تماما 


. إذا كان ٩>0‏ فإن المتتالية الهندسية )٠(‏ ليست رتيبة. 
٠‏ إذا كان 4-0 فإن المتتالية الهندسية (ملا) ثابتة بدءا من بلا. 
2 «المتتاليات المحدودة 
: تعاريف 
(,لا) متتالية عددية. 


: «المتتالية (,/ا) محدودة من الأعلى إذا وجد عدد حقيقي // حيث 
من أجل كل عدد طبيعي 5 ؛ > ,لا. 


المتتالية (م/ة) محدودة من الأسفل إذا وجد عدد حقيقي 7 حيث 
: من أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ 10 < ا. 


« المتتالية (») محدودة إذا كانت محدودة من الأعلى و من الأسفل. 


00 


2 3 ءنهاية متتالية عددية 
(,) متتالية عددية و 1 عدد حقيقي. 
تعريف 


العدد الحقيقي / هو نهاية المتتالية (,لا) غتدهنا يؤول:3 إلى 3+ إذ| وققظ إذا كان من أجل كل مجال | ؛ 


]۴ : »[ يوجد عدد طبيعي م بحيث مهما يكن العدد الطبيعي ١‏ يحقق م <0 ؛ م12 ينتمي إلى المجال | : 


lim un =£ نكتب‎ .[» : 6] 


ملاحظات 


. إذا كانت نهاية المتتالية (,/ا) عندما يؤول 0 إلى +٠‏ عددا حقيقيا / نقول إن (,») متقاربة. 
٠‏ إذا كانت نهايتها + أو - أو غير موجودة فإن (,1) غير متقاربة و نقول عنها إنها متباعدة. 


مبرهنة 
إذا كانت متعالية متقارية فان نهايتها وة 


2 همبرهنات حول نهايات متتاليات 
مبرهنة 


(») متتالية معرفة بعلاقة من الشكل (0)/ = ,ا حيث / دالة معرفة على مجال ]*+ : »]. 


0 عدد حقييقي. 7 هو عدد حقيقي أو ا 
إذا كان != )0( fm f‏ فإن = رلا .fim‏ 


مبرهنة 


f‏ دالة معرفة على مجال | و ٤١‏ ؛ (») متتتالية معرفة بعلاقة من الشكل (مل) كح با 


ومن أجل كل غدد طبيعي " ؛ |©ملا. 


إذا كانت (») متقاربة نحو !و مستمرة عند £ فإن (8)] -]. 


المبرهنات المتعلقة بحساب نهايات متتاليات 
() و (7) متتاليتان عدديتان ؛ ۲ و ') عددان حقيقيان. 


٠‏ نهاية مجموع متتاليتن 
إذا كانت ملا يننا هي | / 0 £ | + 
يواض |" || اهب 
فإن (ملاجمن) يتنا هي | + | صه | هسه | مي 


-00 


-o0 


-00 


+00 


-00 


حالة عدم تعيين | : 
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"معان 


٠‏ نهاية جداء متتاليتن 
5 

إذا كانت ملا يريكا هي | £ |7>0|0>017<0]0<0 د | | هد 0 

/ و7 1 هي و 00+ 00- 00+ مه- | + | م | مه- o0‏ 
فإن مثامنة ]ا هي 2 + | ص | مه | + | + | م مودي | حالة عدم تعيين 
ف | م 
ا 33/1 
إذا كانت ملا fim‏ هيآ 1 4 00+ 00+ 00- 00- oo‏ 
alim ns :‏ |أويع/ | هه (<o lf'so j f<o j f>o|‏ 3 
: | فإذ ع تا هي 3 0 | سه | ه- | ه- | + |حالةعدم تعيين 
تت 5 5 حب a‏ 5 
٠:‏ إإذا كانت ,لا ا هي 0< / أو + | 0</ أو + | 0> أو مه | 0> 7 أو | 0 
: د "۷ هي 0بقيم موجبة | 0بقيم سالبة | 0 بقيم موجبة | 0 بقيم سالية | 0 
: | فإن ا تا هي 00+ 0 و »+ أحالة عدم تعيين 
5 1 ذا 


ملاحظة : توجد حالات. لا يمكن النص فيها عن النتيجة بتطبيق المبرهنات المتعلقة بمجموع متتاليتين. 
: أو جداء متتاليتين أو حاصل قسمة متتاليتين. تسمى حالات عدم التعيين و هي من الشكل 


6- 6+ ؛ Oxo‏ 4 = ۽ سے 


o 0‏ 
: 2 5 ٠النتائج‏ المتعلقة بالحصر و المقارنة 


١‏ مبرهنة1 


١ :‏ إذا كانت متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة. 
إذا كانت معتالية متناقضة و محدودة من الأسفل فإنهاامتقارة 


لذا كانت متتالية متقاربة فإنها محدودة. 
ملاحظة : العكس غير صحيح. 


مبرهنة 3 
(ا): (9): (00) متعاليات عددية: ٤‏ عدد حقيقي. 


إذا كان (بدءا من مرتبة معينة) 


2 6 «نهاية متتالية هندسية 
مبرهنة 
(.1) متتالية هندسية حدها الأول ,لا و أساسها . 
إذاكان 421 و 0< فإن + = ملا i‏ . 
٠‏ إذا كان 1<¶ و 0>ملا فإن مم = ملا lin‏ . 
٠ 8‏ إذا كان 11> 1>۹ فإن 0= fim u‏ . 
. إذا كان 1-> و فإن نهاية (,/ا) غير موجودة. 
ملاحظات 
. إذا كانت المتتالية )٠(‏ متزايدة و غير محدودة من الأعلى فإنها متباعدة و م+ = ملا 01آ). 
. إذا كانت المتتالية (») متناقصة و غير محدودة من الأسفل فإنها متباعدة و 6- - ملا 11 . 
|١‏ - المتتاليتان المتجاورتان 
تعريف 
(1) و() متتاليتان عدديتان. 
نقول عن المتتاليتين (:1) و (:0) إنهما متجاورتان إذا تحقق ما يلي : 
إحدى المتتاليتين متزايدة و الأخرى متناقصة و 0 = ( - ملا) 0 . 


مبرهنة 1 
إذا كانت متتاليتان متجاورتين فكل منهما متقاربة و لهما نفس النهاية. 
مبرهنة 2 1 
(1) و () متتاليتان متجاورتان و نهايتهما /. 
إذا كانت (») متزايدة و (م) متناقصة فإن من أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ ۷> ! > ملاء 
إذا كانت (ا) متناقصة و (,) متزايدة فإن من أجل كل عدد طبيعي 8 + ,/1> 0> ولاء 


وجو RBA ish‏ 0 م عا الات ا ]1 


طرائيق 


([© اثبات خاصية بالتراجع 


:": نمرين 1 ١‏ 
: (۷) متتالية معرفة كما يلي 1 - » و من أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ 2 + وال = وبوا 
: . أثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ Os w2‏ 


حل 
٠.‏ لتكن ,8 الخاصية المعرفة غلى ١‏ كما يلي : 2 > ملا > 0. 


1 ١1ص‏ إذن 80>2 >0. بالتالي م6 صحيحة. 

ا ٠‏ ليكن ‏ عددا طبيعيا. نفرض أن ,8 صحيحة أي 2 > ملا > 0. 

: نبرهن أن ٣,١‏ صحيحة أي 2> بب > 0. 

لدينا 2 >منا > 0. إذن 2>4 +ملا >2. 

: ينتج أن 2> 2 n+‏ > 72. و بالتالي 2>2 +,»/ > 0. 

3 نستنتج أن a2‏ 0% أي ۶ صحيحة. 

+ إذن من أجل كل عده طبيعي :و إذا كانت ١‏ صحيحة فإ ...0 صعيحة. 
:و بالعالي من أجل كل عدد طبيعي م : :0 صحبحة 

ا ٠‏ ينتج أن من أجل عدد طبيعي 0 4 We E‏ 7 
: تمرين 2 

٠ :‏ أثبت بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي n>1‏ + 25<ام 

: علماآن 1-!1 ومن‌أجل 2<م ؛ 0-1(«»...«»2«1)م لص 


حل 

,۴ هي الخاصية المعرفة من أجل 1 < 0 كما يلي : ”2 < !0. 

«لدينا من أجل 1=" ؛ 257-25-1 و 1!=1. إذن 25 < !1 أي ,8 صحيحة. 
٠‏ ليكن 0 عددا طبيعيا حيث 1 <0. نفرض أن ,8 صحيحة أي '"2 < !م. 

تبزهق أن ۴ صحيحة ؛ أي "2 < !(1 + م). 

نعلم أن من أجل كل عدد طبيعي 1 < م ؛ 2 < 1 + 0. 

لدينا '2 < إم و 1<2 +م إذن 2×" "2 < !1(۸ + م) أي "2 < !(1+م). 
و بالتالي ۲١‏ ضحيحة. 

نستنتج أن من أجل عدد طبيعي n>1‏ إذا كانت ,م i O e‏ صحيحة. 
و بالتالي من أجل كل عدد طبيعي 1 < 9 . ,8 صحيحة. 

إذن من أجل كل عدد طبيعي 1 < 0 ؛ 7 


نمرين 3 : 
١ e‏ 5 1 1 1 : 
اثبت أن من أجل كل عدد طبيعي 1 < 5 8+1 (1ج+م6م 3 23 1x2‏ 1 
کل : 
نشبت ذلك بالتراجع. : 
5 فاصة المع فة عل * کے ت ا 5 : 
نضع ,۴ الخاصية المعرفة على ١"‏ كما يلي 2x3. n(n+1) n+1‏ 12 : 
اك ممه 1 اعسات ر ا 

ولاينا من أجل 1د ٠‏ ر e 2 A ud‏ : 
00 چ ی لے عل واا اة 
إذن من اجل 0-21 FT‏ 72 وب ي 1 : 
٠ليكن‏ 0 عددا طبيعيا حيث 1<" نفرض أن ,© صحيحة ا 
ا ENTE ET‏ ا 
ي من أجل عدد طبيعي 1 < 6 5+1 (1جمم 2x3‏ 12 3 
To 1 1 __ n+1 1 E‏ : 
دصقن O‏ سح 5 ++ )+++ (1+مم 2x3‏ 322 : 
وحبيت اال ق مك ي ام وا ميك : 
حسب الفرض 1+م (86+1* 2x3‏ 1*2 : 


1 1 5 1 1 كع‎ 1 a 
e SR TST رس‎ n+ * (2+م)(1+م‎ 6 


يتنا دخق ي تغةري ‏ “(اخفق_ ر_ 1+ nn+2(‏ _ 1 ويلك ! 
(n+1)+1‏ 2+م n+ (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)‏ ; 


بالعا کے د 1 1 es‏ 1 1 
و بالتالي 1+(1+م) (2+م)ر1جم) *nn+1)‏ 23 1-2 


إذن من أجل العدد الطبيعي 1 <0 إذا كان 


1 1 1 کے‎ 
1-2 2x3 *nn+1) (2+م)(1جم)‎ (n+ 1+1 


1 1 0205 | فص‎ in 
32 23 * (1+مم‎ n+1 0 ست اوور کن کل هدد بيعي‎ 


1 1 5 
ا‎ 12 2x3 "nn+1) 8+1 
1 


فإن 


© استعمال التمثيل البياني لتخمين سلوك و نهاية متتالية عددية 
تمرين 1 
٠‏ مثل بيانيا كلا من المتتاليات (») المعرفة كما يلي : : 
1 0= و 1+ Un. = 2U,‏ : 
2 0 > يلا و 1+ قلا د ببيلا : 
+3 


5s و‎ =1 .3 


استعمل قثيل كل منها لتخمين سلوكها و نهايتها. 


93 
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طرائيق 

حل 

. المستوي مزود بمعلم متعامد و متجانس (ل, 7 : 0). (4) هو المستقيم الذي معادلته ×= ل[. 

٠ 1‏ قثيل المتتالية (ملا) 

حيث 0< يلا و 1 + ملا2 = زيملا 

رهي الدالة المرفقة بالمتعالية )٠»(‏ و المعرفة على “1 كما يلي : 

f)×( = 2+ 1‏ و (©) قثيلها البياني. 

مجموعة النقط (ريملا : ).۸ حيث (ملا)- 1ا 

هي التمثيل البياني للمتتالية (ملا). 

.. ولة)والال»‎ : Ua) <M (% ; U2) «Mo النقط (بنا : ملا)‎ 

هي نقط من التمثيل البياني للمتتالية. 

(©) هو المستقيم الذي معادلته 1 +22 -لا. 
0 النقط ‘M2 «Mı «Mo‏ ... هي نقط من هذا المستقيم. 
: التخمين : المتتالية (ا) متزايدة و 0+ = im U,‏ 


٠2‏ قثيل المتالية (ا) حيث 0< ولا و 1 + ملاح بيملاء 

هي الدالة المرفقة بالمتعالية (/1) و (©) التمثيل البياني 

للدالة م المعرفة على ]+ : 0] ب 1 + عد = (دكر. 

.. “Ma(2 : a) <M, (1 : (ولا‎ «Mo النقط (بنا : منا)‎ 

نقط من التمثيل البياني للمتتالية (منا). 

المنحنى (2©) و هو فرع لقطع مكافئ يشمل النقط مالل؛ ۰ ۰۰۰۰٨2‏ 
التخمين : المتتالية (») متزايدة و + = ملا 14!. 


= 3.قثيلالمتالية (,/ا) حيث 1 ينا و “لقث‎ ١ 
رهي الدالة المرفقة بالمتتالية (») و (2©) هو التمثيل البياني‎ 
للدالة ر المعرفة على ]+ 10 ب حخ0(=3؟.‎ 

ولا 0 ۰2 ... هي نقط من التمثيل البياني للمتتالية (/1). 
المنحني (©) يشمل النقط ۰00 :00 ۰۸02 ... و هو فرع قطع زائد. ۰ (6) 
التخمين : المتتالية (») ليست رتيبة. المتتالية (1) متقاربة 
و ونهايتها هي فاصلة نقطة تقاطع المستقيم (4) مع (©). 


© دراسة سلوك و نهاية متتالية 
تمرین 1 


(,:) متتالية عددية معرفة على ٩"‏ كما يلي خا = بب 


٠ 1‏ برهن أن المتتالية (م/ا) محدودة. 

2. حدد اتجاه تغيراتها ثم عين ملا int‏ 

حل 

1 . المتالية (,:ا) معرفة بعلاقة من الشكل =f )١(‏ ,ا حيث f‏ هي الدالة المعرفة 

على المجال ]+ ;1] كما يلي : قن = ور 

الدالة f‏ قابلة للإشتقاق على ]0+ : 1] و دالتها المشتقة هي '/ حيث f0 = a‏ 
لدينا 0 > 6)0/ على المجال ]+ : 1] و بالتالي f‏ متناقصة على ]+ : 1]. 

جدول تغيرات الدالة f‏ يكون كالآتي : 

من جدول تغيرات 6 ينتج أن على المجال +٥]‏ : 1] 

4 > 0:)] > ب . و بالتالي من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم 
1 

أي المتتالية (/) محدودة من الأسفل بالعدد ل و من الأعلى بالعدد 4. 

2. الدالة ر متناقصة على المجال 01*+:1] إذن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم 
(0)] > (1+م)م. أي من أجل كل عدد طبيعي 0 غير منعدم» ,لا > ديملا 

و بالتالي المتتالية (/1) متناقصة على *80. 


ما أن ل = f0‏ ) فإن ال - 2f)‏ إذن 1 = صب 


تمرين 2 
لتكن المتتالية (م) المعرفة كما يلي : 7= و 2-3 = با 
٠ 1‏ لتكن المتتالية (7) المعرفة كما يلي : 6+ ماد ورد + KER‏ 
عبن ) بحيث تكون (,۷) متتالية هندسية. حدد عندئذ أساسها و حدها الأول. 
2 عبر عن ۷ و ملا بدلالة 5. 
3.عين ملا i‏ . 


OT 1327 م‎ Ee a e Eo EDE 


1. من المساواة £ + ملا = ,نه ينتج أن 6 - ولاح . تعيين ۷1 بدلالة بنة. 


m= +k = (#8 (+) = (n - 0-3 +€ = n+ لدينا 8-ۆ‎ 


و بالتالي من أجل كل عدد طبيعي 0 ؛ m= hv a‏ 

تكون (۷) متتالية هندسية إذا كان 0 = 3 16 ا k=‏ 

و بالتالى من أجل 6 = 6 المتتالية e ٠,(‏ س اساسا ل وها الا 
)0 3 0 

حيث 6+ را = ,ا أي 13= ر۷ 

ا عد ا ت و "1 ١‏ 

(vn) 1‏ تجا ية ية افون أجل كل عدة طبيعي ١‏ ؛ (3) %= «. 

أي من أجل كل عدد طبيعي 6 ؛ (2) 13= «. 

ينتج أن من أجل كل عدد طبيعي tn‏ 6- )1( 13= . 

3« لدينا 0= ) 4 r‏ و بالتالي 6- = ملا 1811 . 


: تمرين 3 1 
: لتكن المتتالية (») المعرفة على ١"‏ كما يلي : 2ے 
1. أثبت أن المتتالية (ملا) محدودة. 


2 أدرس اتجاه تغير (») ثم عين in un‏ 
: حل : 
1 نعلم أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم ٠‏ 1 > 5000 > 1- و 1 > "'(1-) >1-. 


,_2 +)" 2 


إذن 2 >"(1-) +510 > 2- ينتج أن ي 


با أن 1<م فأن 1> 0>1 و 0>2>2 و 2-<2-<0. 


sinn + )-1("‏ _ 2 
و بالتالي 222 چو مكحتت چ 1122 


إذن من أجل كل عدد طبيعي 0 غير منعدم» 2 > ,/1 > 2-. ينتج أن المتتالية (,/ا) محدودة 

من الأعلى بالعدد 2 و من الأسفل بالعدد 2-. إذن المتتالية (منا) محدودة. 

-1 + من أجل كل عدد طبيعي ۸ غير منعدم؛ 1 > ٢۸ء > 1- و "(1-) + 1 > "(1-) + ميزه > "(1ك)‎ ٠2 
إذا كان 0 زوجيا فإن 1 + 0 فردي و بالتالي 2 > ,<0 و 0 رن عاك‎ 


إذا كان 0 فرديا فإن 1 + 0 زوجي و بالتالي 0< ,< 2 QE J‏ 
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ينتج أن إذا كان 8 زوجيا فإن ,> بدمناء : 
إذا كان 0 قرديا فإن ‏ ,1 < بيولا : 

و بالتالي (,/1) ليست متزايدة و ليست متناقصة على "۸ . : 
أي المتتالية )٠(‏ ليست رتيبة على ١"‏ . ب 
:ها أن ع 0= 2 f‏ = 5 با فإن 0 = mt n‏ . : 
© معرفة و استعمال مفهوم المتتاليتين المتجاورتين : 
رین 1 : : 
(1) و («) متتاليتان معرفتان على ۸ كما يلي ٠:‏ وړ" د وړچ =" 1 
٠.‏ هل المتتاليتان (1) و (7) متجاورتان ؟ : 
8 : 
٠‏ دراسة اتجاه تغير المتتالية (/1). : 
لدينا 1 aT 1 „n -1+n+2‏ ا 
(1+م)(2 (n +2)(n +1) (n+‏ كح ب وح ما As‏ 
ذ 1 08 ا ٠.‏ 
إذن لل لوهلا برلا إذن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ ؛ 5< : 
(n+2)(n+1) 3“‏ ملا - 1 . إذن من أجل كل عدد طبيعي 27 ؛ 0 < ملا - املا : 
و بالتالي المتتالية )٠(‏ متزايدة على لل . : 
٠‏ دراسة اتجاه تغير المتتالية (00). ا 


لد 10- _ 25- 15-100+ 10n‏ _ 5 ___ 5 
(3 + م5()2 + م2) )3 + م5()2 + (2n‏ 2+3 20+2+3 


ولاك يبوت : 


1 : -0 

القن ےک ملاع فن سآ 2 ذ nı = Vn <O‏ 
إذن )5+ 5()90 +90 د بولا إذن: من جل كل عدد طبيعي ha aS n‏ 
و بالتالي المتقالية (:1) متناقصة على ١‏ . 
٠‏ حساب (رلا - ,6 14 . : 
لدينا 8+ 7N‏ _ _ 7+8 = : 
5n +3 :‏ + 2م2 )1+ (2n + 3)(n‏ : 
i =‏ للك 1 8+ im‏ اذن = u)‏ - ون „lim‏ : 
5n +3 ege e‏ +202 إذن 0 =( - م يم 
لدينا (») متزايدة و (,0) متناقصة و 0 = (رلا- ,0 117؛ : 
إذن المتتاليتان (1) و (۷) متجاورتان. : 


(00) و ( متتاليعان معرفتان على ۸ كما بلى + ا ديد و کے د 
: .أثبت أن المتتاليتين (») و )٠(‏ غير متجاورتين. 

حل 
٠‏ دراسة اتجاه تغير المتتالية '(منا). 


1 1 +20 _ 20+3 
ينا ك : دولا نيلا 
(1+م)(2 جم e2 ° n+1‏ خط اما 


٤ 5 1‏ 
TET‏ جوفلا بوملا نلاحظ أن من أجل كل عدد طبيعي «n> O n‏ فيلا 


و بالتالي المتتالية (») متزايدة على N‏ . 
٠‏ دراسة اتجاه تغير المتتالية (2). 


إذن 


_n+1 n 2 لدينا‎ 


Vs = ولا‎ > 5 


n+3 2+م‎  (n+3)(n +2) 


إذن كك حا ريا نلاحظ أن من أجل كل عدد طبيعي ٢‏ ؛ 0 < ٠١-۷‏ 
(n + 3)(n + 2)‏ 5 


و بالتالي المتتالية («) متزايدة على الا . 
: المتتاليتان () و (:) لهما نفس اتجاه التغير إذن (1) و () غير متجاورتين. 
: تمرين 3 


(10) و (۷) متتاليتان معرفتان على ۸ كما يلي : m=‏ كد + = 
للحا 1 


1ء بين أن المتتاليتين (,/) و (۷) متجاورتان. 
2٠عين‏ حصرا لنهايتهما من أجل 8 -0. 

: حل 

٠ 1‏ دراسة اتجاه تغير المتتالية (») . 

لدينا 1 0 5 1 "۳ 1 505 


+ ٭حساب بلا - n1‏ 


لدينا لم = ينا ۔ إذن من أجل كل عدد ۸ من ٭۸؛ 0 < ولا ,رلا 
(n + 1)!‏ 


ينتج أن المتتالية (,/ا) متزايدة على .١"‏ 
: هحساب ولا- وبيولا 


یھ اف و لع 1ے 
ی !)1 n+ n+)! n! (n+‏ 


Vn = Uns =‏ = ابولا 


نلاحظ أن من أ غق لاهن *83 + <o‏ 1 
ن من اجل كل عدد 1 من rE‏ 


إذن المتتالية (7) متناقصة على ١"‏ . 

لدينا. 0= لل i‏ = (مد- 6 E‏ 

ما أن المتتالية )٠»(‏ متزايدة و المتتالية (,) متناقصة على *ل2 و 0 = (نا - ,0) !1 
فأن المتتاليتين (م/1) و (7) متجاورتان. 


2. ا أن المتتاليتين (10) و (,1) متجاورتان فإن كلا منهما متقاربة و لهما نفس النهاية /) : 
التي تحقق من أجل كل عدد طبيعي م من “ل ؛ لا >/ > : 
لنحصل على الحصر التالي حسب قيم العدد الطبيعي 0 من .١*‏ : 
لدينا من أجل كل عدد طبيعي ‏ من ۸ ؛ لل = ۷-14 ` 
تعيين حصر من أجل 8 = لنهاية (,) باستعمال المتباينة المضعّفة <١‏ ك > ا ا 
5 ا 
و قيم العدد الحقيقي . : 
لدينا 3 1 0,0416667 < 8 0,0416666 : 
1< 3 1 0,0084 < 2 0,0083333 : 

: 0,0013888 > 3 < 0,0013889 0,5 < 2 < 0,5 

: 0,0001984 > 38 < 0,0001985 0,1666666 < < 0,16666667 
0,0000248 < 1 < 0,0000249 


و ا ا 
بالجمع طرف لطرف نجد 27182791 > بج يه م ا TE‏ 27182785 


أي 2,7182791 > ٌ ¥ > 2,7182785 

0 1= 
و بالتالي 2,7182791 > ,لا > 2,7182785 من أجل 8 = 0. : 
ينتج أن 2,7182791 > با 9 > 2,7182785 0 


إذن 2,7182791 > 7 > 2,7182785. 


ملاحظة : يمكن تعيين حصر للعدد / من أجل 0 أكبر. و تقريب / من © أساس اللوغاريتم النيبيري. 9 
eee‏ ومفءمةةمةةةمةةو ةم رم ءلمل 02222221515 ait‏ ا E‏ 


تمارين و حلول موذجية 


مسألة 


(100) متتالية عددية معرفة كما يلي : 
1- = ولا و من أجل كل عدد طبيعي 0 و 2 


ب NS‏ 
1 احسب الحدود بلآء ولآء يلا 
٠2‏ برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم اول 
3 أثيت أن المتتالية (ب») محدودة من الأعلى بالعدد 3/. 
4 أدرس اتجاه تغير المتتالية (»). 


5 اخسب ولا 1 


٠2‏ نبرهن أن من أجل كل عدد ١‏ طبيعي غير منعدم 3 20 يل 
من أجل ذلك نطبق الإستدلال بالتراجع. 
لتكن ,۴ الخاصية المعرفة على "ل كما يلي : 0 < ,لا. 
: من أجل 5-1 ؛ 1- بلا. إذن 0<بن 
+ اة ۴ مسجت أجل اة 
نفرض أن ,۴ صحيحة من أجل العدد الطبيعي غير المنعدم م ؛ أي 0 < » 
د نبرهن أن وي,8 صحيحة أي 0 > بولا 


1 چ 
نعلم أن 0<ما. إذن 0< .3+2 و 0<»+2. وبالتالي 0< 322 


FE 
ينتج أن 0< دملا أي وير صحيحة.‎ 


إذن من أجل كل عدد طبيعي غير منعدم 0 ؛ ,8 صحيحة. 
و بالتالي من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم “د O!‏ 


3 إثبات أن المتتالية (») محدودة من الأعلى بالعده ۷3. 

من أجل ذلك نثبت أن من أجل كل عدد طبيعي 6 ؛ 8 ولاء 

نضع +8 الخاصية المعرفة على N‏ كما يلي : ۷3> ا. 

من أجل 5-0 ؛ 1>۷3- إذن ۷3> س أي 8 صحيحة من أجل 10510 

إذن الخاصية “6 صحيحة من أجل 0 -0. 

نفرض أن ,'8 صحيحة من أجل العدد الطبيعي ١‏ و نبرهن أن ۲٠,١‏ صحيحة أي ۷3 > زرلا 

من أجل ذلك يكفي أن نبرهن أن 0 > ۷3- نرملا : 
(١ 2 )2 -/5(), “3)‏ 2) +(2/3- 3( 


3 5 75 2+ 3 ل : 
لي +n‏ 2 ,+ 2 = مه + 2 كاب بريه : 
نعلم أن 0< 2-3 و 0< 3- 2+u>0 gy u‏ إذن 50 3/-ضممنا : 
و بالتالي ۷3> :,,لا. نستنتج أن '6 صحيحة. ا 
إذن من أجل كل عدد طبيعي .Uun SV + ٣‏ : 

ِ 5 
4 . دراسة إتجاه تغير المتتالية (,/). : 
(VF “(YF +) 25250‏ _ 3-2 _ 216 +3 _ 1 
ندرس إشارة ملا - 41ا٠‏ ° EET? a‏ = ولا - VET‏ = ولا = Un,‏ 
نعلم أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم؛ sO‏ وى 5/3 

ا 2 58 ا 
إذن من أجل كل عد طبيعي ١‏ غير منعدم ؛ مد چو : 
و بالتالي من أجل كل عدد طبيعي غير منعدم + 0< 1 - 1.ملا. : 
من أجل 5-0 ؛لدينا 1(=2) -1 2 يل - رن أي 2 د يلابلا إذن 2< يلاجر و 
ينتج أن من أجل كل عدد طبيعي 0 !+ 0< ملا Uns‏ : 
و بالتالي المتتالية: )٠»(‏ متزايدة على الا . : 
5 حساب م1 1114. 


نعلم أن المتتالية (,:) متزايدة على ل و محدودة من الأعلى بالعدد 3/ » إذن (1) متقارية. 
الدالة f‏ المرفقة بالمتتالية ك4 هي الدالة المستمرة على ]+ : 0[ حيث خو = مار 
نضع ] - :1 171]. نعلم أن من أجل كل عدد طبيعي غير منعدم ؛ 0 < ملا. 

نبحث عن 1 في المجال ]+ 10[ حيث f)0(‏ = . 

لدينا ()] = ٤‏ يعني 4 أي 3= . ينتج أن ۷3 -7. إذن 8د س 0). 
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تمارين و مسائل 


الاستدلال بالتراجع 
© (:) متتالية عددية معرفة كما يلي: 
2 خرن و Vn +O‏ = يبيل 
٠1‏ برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 
3 22> 0: 
2. برهن أن المتعالية (,لا) متزايدة. 
© (10) متتالية عددية معرفة كما يلي: 
1 يلا و ملا + Uns = V2‏ 
1ء برهن أنه مهما يكن م من N‏ ؛ 2 > با. 
2 برهن أن المتخالية (ا) متزايدة: 
© (1) متتالية عددية معرفة كما يلي : 
yg U, = 9‏ 5+ ملالا = بيولا 
٠1‏ برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ٩‏ ؛ 3 < . 
٠2‏ برهن أن المتتالية )٠(‏ متناقصة. 
@ (1) متتالية عددية معرفة كما يلي : 
2 درلا و 20-3 = بولا 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 7 ؛ "2 - 3 = ا 
© (») هي المتتالية المعرفة كما يلي : 


ملا + 1 


1 دملا 3 Un, > I‏ 
1. أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ ؛ 

055 1 

TES 550‏ 
2. ما هو اتجاه تغير الدالة حا يحاون 


على المجال [1 : 0] ؟ 

٠3‏ ما هو أتجاه تغير المتتالية (») ؟ 

69 برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 7 
غير منعدم ؛ 1 - 47 مضاعف 3. 

8 برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 5 
7%34 يقبل القسمة غلى 41 


© برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي ^ 
1 -30-"4 يقبل القسمة على 9. 


© برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 7 
62-5 يقبل القسمة على 3. 


609 عدد حقيقي موجب تاما. برهن أن من أجل 
كل عدد طبيعي ] ؛ 08 + 1< '(1+8). 
69 لیکن العدد ,5 حت 
2م + ... +32 +22 + 1 = Sa‏ 
برهن بالتراجع أن مهما يكن العدد الطبيعي 0 
١ 6‏ 
® لیکن العدد ,5 حيث 
+ ...+ 3° + 2° + 1° = رد 
برهن بالتراجع أن مهما يكن العدد الطبيعي 0 
السك 
4 
توليد متتاليات 
© (») هي المتتالية المعرفة كما يلي: 
1 ديلا + 2 = U‏ و صملا - ملا2 = Un,‏ 
٠‏ غبر عن هلا بدلالة 0. 
٠‏ ادرس سلوك المتتالية (ملا). 
٠‏ في التمارين 14 15 ٠16‏ 17 يطلب قثيل 
المتتالية (/ا) و تخمين سلوكها و تعيين نهايتها 
إن وجدت. 
u =2 ©‏ و ,1-21 - Unt‏ 


u» =3 © 


3 5 


u, =1 9‏ و 


خواص المتتاليات 
© ادرس إن كانت المتتالية )٠(‏ محدودة من 
الأسفل أو من الأعلى أو محدودة في كل من 
الحالات التالية : 
1 2 2 


E, .2‏ = 
679 نفس السؤال بالنسبة إلى المتتاليات (1) التالية: 


m= eos 1.1‏ 3 "3 - "4= ملا 


u = Vn +1 -n 2‏ 
© برهن أن المتتالية المعرفة كما يلي : 4 = » 
و من أجل كل عدد طبيعي 8 ؛ ل + باج = 1.١‏ 
محدودة من الأعلى بالعدد 2 . 
© ادرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين 

(1) و (10) المعرفتين كما يلي : 
n+1‏ 


MSN yg hs 


@ ادرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين الهندسيتين 
(/1) و (1) بعد تعيين حدها الأول (من أجل 0 = ۸) 
0-1 1 
2 ع و تبج 
© ادرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين 
)( و (vn)‏ المعرفتين كما يلي 


M= 


د = ا و '"(2-) =" 
© )هي متعالية معرفة على 1 كما يلي : 
n(n + 1)‏ 5 


1ء برهن أن (ا) متناقصة. 
2. أثبت أن (») متقاربة. ما هي نهايتها ؟ 


© ادرس اتجاه تغير كل من المتتاليات الهندسية 
(») التالية علما أن حدها الأول ,لا و أساسها ¶. ٠‏ 


1. 2- دولا و 


2. و 5 4 و 

© ادرس اتجاه تغير المتتالية الهندسية («) 
التالية علم حدها الأول ر۷ و أساسها ¶. 
1 |1 = فق 2422 

2 1- =¥ و 3-=¶. 

69 ادرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين 
(10) و (00) المعرفتين كما يلي : 

un =VNn+7 ات و0‎ 41 
ببملاء‎ = VI +71 و‎ v= 8 2 


© (10) متتالية معرفة على |١‏ كما يلي : 
مدن + Un = 1 + n‏ 
1 . أحصر (/1) بمتتاليتين حسابیتین (00) و (۷). 
2. استنتج نهاية (») لما يؤول م إلى ه+. 
© ¬( متتالية معرفة على ١‏ كما يلي 
n‏ 


u, = 
n! 


ادرس اتجاه تغير (1) و نهايتها إن وجدت. 
[30 (/ا) متتالية معرفة كما يلي : 
2لا و 1+ 2U = Un,‏ 
1. برهن أن المتتالية (7) المعرفة بحدها العام 
1 - ,لا = ,۷ هي متتالية هندسية. 
2 عبر عن با بدلالة .n‏ 
٠3‏ ادرس نهاية (ملا). 


© () متتالية معرفة كما يلي : 
3 ولا و 4- Dn‏ = 
1 ادرس اتجاه تغير هذه المتتالية. 
٠2‏ () هي المتتالية المعرفة كما يلي : 
6 + ملا -,لا. أثبت أن (1) متتالية هندسية. 
عين ۷ بدلالة م. 
3.ما هي نهاية (») ؟ 


المتتاليتان المتجاورتان 1 أحسب الجدؤة ‏ 
69 (0) و (۷) متتاليتان معرفتان على ٩‏ 2 لعكن تر الذالة المعرفة :على المجال ]1-2[ 


22+3 _ 
كما يلي : 1 د اده كما يلي f00 = X42‏ 
أثبت أن (.:1) و )٠(‏ متجاورتان و'عين نهايتهما. | و(©)المنحنى الممشل لها في المستوي المنسوب إلى معلم 
متعامد و متجانس ([, 0:1) .؛ (الوحدة 2600). 


ل ولا ولاء 


© (1) و() متتاليتان معرفتان على ١1‏ أ) ٠ارسم‏ المستقيم (8) الذي معادلته ×= لا 

كما يلي : 3984 در و مخ د | والمنحنى (2) في المعلم السابق. 

أثبت أن (1/0) و (10) غير متجاورتين. يذاه تعمل امسق( للحتي © الیل النقظ 
من محور الفواصل التي فواصلها هي يلا ,14 رالاء يلا. 

© () و () متتالیتان معرفتان على *81 ج) . ماذا يمكن تخمينه حول سلوك المتعالية () ؟ 


كما يلي : 1 3 دولاو لد + نا در 3 برهن أن المتتالية (ملا) متزايدة. 
لق 3 4. أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي 


أثبت أن المتتاليتان (م/1) و (۷) متجاورتان. 
6 ؛ 051452 


© (1) و () متتاليتان معرفتان على “80 5 احسب ,لا 01 . 
NB 1 1‏ ا 
كلها لی + = = .Vn = Un + Û Un‏ 5 8 
: يلي م بحن © (u)‏ فر ر ا 
اثبت أن المتتاليتان (10) و )1١(‏ متجاورتان. عا نك : = 
ء بلي ١‏ كيبي ۰ 
مسائل 


1 احسب الحدود پلا يلا رلا 

2 نعتبر الدالة العددية 1 المعرفة على المجال 

| + :3 | كما يلي : 18-2 = وار 

0 1 ليكن (©) المنحنى الممثل للدالة ر في المستوي 

)© :1 غير منعدم ؛ المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ز,‎ ١ برهن أن من أجل كل عدد طبيعي‎ ٠2 

n(n +1) 
2 


© (10) متتالية عددية معرفة كما يلي : 
1= و 5+ 52-5 + بولا = رلا 


1. عبن الحدود الخمسة الأولى لهذه المتتالية. 


.)1©50 (الوحدة‎ 1+2+3 +...+(n-1)+n= 


.1/ =× اا ا (4) هو المستقيم ذو المعادلة‎ A 
رهن أن من أجل كل علد طبيعي 9 جد متام ...| أ) . ارسم () و () في المعلم السابق.‎ 


n = terr)‏ + (1 -م) +...+ 3 +22 +1 ب)ء باستعمال المستقيم (4) والمنحنى (2): عين النقط 


٠4‏ استنتج عبارة ا بدلالة 0. من (€) التي فواصلها ,لاء بلاء يلاء يلا 
5٠هل‏ المتتالية (») متقاربة ؟ ج عاذ يمكن تخمينه حول سلوك المتتالية (م/ا) ؟ 
3. أثبت أن المتتالية (,نا) محدودة من الأسفل بالعدد 2. 
69 نعرف المتتالية (1) بحدها الأول 0 = ,لا 4. أثبت أن المتتالية (,لا) متناقصة. 
و علاقة التراجع التالية 23 = 5 استنتج أن المتتالية (م/ا) متقاربة. 
Un +2 8 5‏ 6 احسب نهاية المتتالية (»). 


